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1. Bevezető

Legyen θ irracionális szám. Tekintsük a θ szám többszöröseinek törtrészeiből álló
sorozatot: {θ}, {2θ} . . . . Ez a sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1] intervallumon, ami
azt jelenti, hogy minden [0, 1]-beli részintervallumba a sorozat elemeinek annyiad
része esik, amennyi az intervallum hossza (pontosabban lásd a 3.1. Defińıciót). Ez
az ekvidisztribúciós tétel, amelyet először Hermann Weyl, Waclaw Sierpinski és Piers
Bohl bizonýıtottak egymástól függetlenül 1909-ben, illetve 1910-ben.

Vegyük a sorozatnak csak az első N elemét. Ekkor a Pn = {nθ} pontok N + 1
részintervallumra osztják a [0, 1] intervallumot. A három hézag tétel azt mondja
ki, hogy ezeknek a részintervallumoknak a hossza legfeljebb 3-féle lehet (lásd a 3. és
4. ábrákat). Az álĺıtást először Hugo Steinhaus sejtette meg 1957-ben. Már 1958-ban
bebizonýıtotta a tételt T. Sós Vera [9], Surányi János [10] és Stanis law Świerczkowki
[11]. Azóta sokan adtak más bizonýıtásokat [2, 4, 5, 6, 7, 8]. Van a problémának egy
változata, aminél az nθ számoknak nem a törtrészét, hanem a legközelebbi egésztől
való távolságukat vesszük. Ekkor a sorozat első N eleme által a [0, 1

2
] intervallumban

meghatározott N + 1 részintervallum hossza legfeljebb 4-féle lehet [1].
A dolgozat 2. fejezetében a törtrész néhány egyszerű tulajdonságát mutatjuk be,

amelyek a későbbiekben kelleni fognak. Az ekvidisztribúciós tételre két bizonýıtást
adunk. A 3. fejezetben A. Zorzi [13] elemi bizonýıtását ı́rjuk le, mı́g a 4. fejezetben a
Weyl-kritérium seǵıtségével bizonýıtunk [3]. Az 5. fejezetben a három hézag tételnek
N. B. Slater [8] által adott bizonýıtását ismertetjük. A 6. fejezetben rácsok seǵıtsé-
gével bizonýıtunk J. Marklof és A. Strömbergsson cikke alapján [5]. A 7. fejezetben
P. Shiu [7] cikke nyomán adunk egy harmadik bizonýıtást is a három hézag tételre,
ám ez egy kicsit hézagos.

2. Előkészületek

2.1. Lemma. Minden x, y valós szám esetén

{x+ y} =

{
{x}+ {y}, ha {x}+ {y} < 1;

{x}+ {y} − 1, ha {x}+ {y} ≥ 1.

Bizonýıtás. Az {x + y} = {bxc+ {x}+ byc+ {y}} = {{x}+ {y}} azonosságból,
valamint abból, hogy egy szám törtrésze 0 és 1 közé esik, következik az álĺıtás. �

2.2. Lemma. Ha x egy nem egész valós szám, akkor

{−x} = 1− {x}.

Bizonýıtás. Világos, hogy {−x} = {−(bxc+ {x})} = {−{x}} = {1− {x}}. Mivel
x /∈ Z, ezért 0 < {x} < 1, és ı́gy {1− {x}} = 1− {x}. �

2.3. Lemma. Minden x, y valós szám esetén

{x− y} =

{
{x} − {y}+ 1, ha {x} < {y};
{x} − {y}, ha {x} ≥ {y}.

Bizonýıtás. Az álĺıtás következik a 2.1. és a 2.2. Lemmából. �

2



2.4. Lemma. Tetszőleges x valós és k pozit́ıv egész szám esetén {k{x}} = {kx}.
Bizonýıtás. Világos, hogy {k{x}} = {kx− kbxc} = {kx}. �

Jelölés. Legyen az n nemnegat́ıv egész számra Pn a számegyenes {nθ} pontja.

2.5. Lemma. Tegyük fel, hogy az r és s nemnegat́ıv egész számokra, valamint a θ
irracionális számra teljesül, hogy {sθ} > {rθ}. Ekkor

{sθ} − {rθ} =

{
{(s− r)θ}, ha s > r;

1− {(r − s)θ}, ha s < r.

Bizonýıtás. Mivel {sθ} > {rθ}, ezért a 2.3. Lemma alapján

{sθ} − {rθ} = {sθ − rθ} = {(s− r)θ}.

A lemma feltételeiből következik, hogy (s−r)θ nem egész, ı́gy alkalmazható a 2.2. Lem-
ma: {(s− r)θ} = 1− {(r − s)θ}. Tehát

{sθ} − {rθ} = {(s− r)θ} = 1− {(r − s)θ}

teljesül s > r és s < r esetén is. �

Vegyük észre, hogy a bizonýıtásban lényegtelen volt, hogy s vagy r a nagyobb.
Minket később θ-nak csak a pozit́ıv többszörösei fognak érdekelni, eszerint használ-
juk majd az {(s− r)θ}, illetve az 1− {(r − s)θ} formulákat.

3. Ekvidisztribúció elemi úton

Jelölés. Az ({xn})n sorozatra, az N pozit́ıv egész számra és az I ⊆ [0, 1) interval-
lumra legyen

SN(I) = |{n ∈ N | 1 ≤ n ≤ N és {xn} ∈ I}|.
3.1. Defińıció. Az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallumon, ha
bármely [a, b) ⊆ [0, 1) esetén

lim
N→∞

SN([a, b))

N
= b− a.

3.2. Példa. Megmutatjuk, hogy az an = {lg n} sorozat nem egyenletes eloszlású
[0, 1)-en. Legyen k pozit́ıv egész, l pedig olyan egész szám, amelyre 10k < l ≤ 2 ·10k.
Ekkor k < lg l ≤ k+lg 2 < k+0, 31, amiből következik, hogy 0 < {lg l} < 0, 31. Tehát
0 < al < 0, 31. Az N számot válasszuk 10k-nak. Az eddigiek szerint az aN+1, . . . , a2N
számok mind a [0, 0,31) intervallumban vannak. Így S2N([0, 0,31)) ≥ N , amiből

S2N([0, 0,31))

2N
≥ 1

2
(3.1)

adódik. Ha az an sorozat egyenletes eloszlású lenne [0, 1)-en, akkor a 3.1. Defińıció
alapján teljesülne, hogy

lim
k→∞

S2·10k([0, 0,31))

2 · 10k
= 0, 31.

Azonban (3.1) miatt

lim inf
k→∞

S2·10k([0, 0,31))

2 · 10k
≥ 1

2
.

Így az an = {lg n} sorozat nem egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallumon.
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Ennek a fejezetnek a célja az, hogy megmutassuk, hogy irracionális θ esetén az
({nθ})n sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallumon.

Szükségünk lesz az ekvidisztribúció következő jellemzésére:

3.3. Tétel. Az ({xn})n sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszlású a [0, 1)
intervallumon, ha bármely valós a szám esetén teljesül a következő:

lim
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{xn} −
1

N

N∑
n=1

{xn + a}

)
= 0.

Bizonýıtás. Rögźıtsük a b ∈ [0, 1) és N ∈ N értékeket, és legyen

A = {n ∈ N | 1 ≤ n ≤ N és {xn} ∈ [0, b)} és

B = {n ∈ N | 1 ≤ n ≤ N és {xn} ∈ [b, 1)}.

A 2.3. Lemma szerint {xn− b} = {xn}+ 1− b, ha n ∈ A, és {xn− b} = {xn}− b,
ha n ∈ B. Ezek alapján

1

N

N∑
n=1

{xn−b} =
1

N

∑
n∈A

({xn}+1−b)+
1

N

∑
n∈B

({xn}−b) =
1

N

N∑
n=1

{xn}+
SN([0, b))

N
−b.

Átrendezve, valamint N -et tartatva végtelenbe kapjuk, hogy

lim
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{xn} −
1

N

N∑
n=1

{xn − b}

)
= b− lim

N→∞

SN([0, b))

N
.

Megmutatjuk, hogy a jobb oldal pontosan akkor 0 minden b ∈ [0, 1) számra,
ha az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású. Ha ({xn})n egyenletes eloszlású, akkor

a 3.1. Defińıcióból következik, hogy b − limN→∞
SN ([0,b))

N
= 0 minden b ∈ [0, 1)-re.

Ha pedig minden b ∈ [0, 1)-re teljesül, hogy limN→∞
SN ([0,b))

N
= b, akkor minden

[a, b) ⊆ [0, 1) esetén

lim
N→∞

SN([a, b))

N
= lim

N→∞

SN([0, b))− SN([0, a))

N
= b− a,

vagyis az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású.
Tehát akkor és csak akkor lesz

lim
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{xn} −
1

N

N∑
n=1

{xn − b}

)
= 0

minden b ∈ [0, 1) számra, ha az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású. Ez pedig ek-
vivalens a tétel álĺıtásával, hiszen az ott szereplő a feĺırható a = k − b alakban,
ahol k egy egész szám, b pedig egy 1-nél kisebb nemnegat́ıv valós szám, és ı́gy
{xn + a} = {xn − b}. �

Az ekvidisztribúciónál egy gyengébb álĺıtás, hogy irracionális θ esetén a Pn pon-
tok sűrűn helyezkednek a [0, 1) intervallumon. Ez Kronecker tétele.

3.4. Tétel. Bármely irracionális θ szám esetén az ({nθ})n sorozat sűrű a [0, 1)
intervallumon.
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Bizonýıtás. Legyen I tetszőleges ε hosszúságú részintervalluma [0, 1)-nek. Legyen
n olyan pozit́ıv egész szám, amelyre 1

n
< ε teljesül. Osszuk fel a [0, 1) intervallumot

n darab 1
n

hosszúságú részre. A skatulyaelv szerint az {1θ}, {2θ}, . . . , {(n + 1)θ}
számok közül kettő ugyanabba az 1

n
hosszú részintervallumba esik. Tegyük fel, hogy

az {iθ} és a {jθ} számok esnek egy 1
n

hosszú intervallumba, és {iθ} > {jθ}. Így
0 < {iθ} − {jθ} < 1

n
< ε. Használva a 2.5. Lemmát, kapjuk, hogy i > j esetén

0 < {(i− j)θ} < ε, j > i esetén pedig 0 < 1− {(j − i)θ} < ε.
Először tegyük fel, hogy i > j, amikor is 0 < {(i− j)θ} < ε. Legyen x = (i− j)θ.

Mivel I egy ε hosszú részintervalluma [0, 1)-nek, és 0 < {x} < ε, ezért valamilyen k
pozit́ıv egészre a k{x} szám benne van I-ben. Mivel I ⊆ [0, 1), ezért 0 < k{x} < 1,
vagyis a k{x} szám megegyezik a saját törtrészével: k{x} = {k{x}}. A 2.4. Lemma
alapján {k{x}} = {kx}. Tehát {kx} = {mθ} ∈ I, ahol m = k(i− j).

Most tegyük fel, hogy j > i. Ekkor 0 < 1−{(j−i)θ} < ε. Legyen x = (j−i)θ. Az I
intervallum bal végpontja legyen a, jobb végpontja pedig b. Legyen J = (1−b, 1−a).
Ez egy ε hosszú intervallum, ami részhalmaza [0, 1)-nek. Mivel J hossza ε, és 0 <
1 − {x} < ε, ezért létezik egy olyan pozit́ıv egész k szám, amelyre k(1 − {x}) ∈ J .
Mivel J ⊆ [0, 1), ezért k(1 − {x}) = {k(1 − {x})}. A törtrészen belül hagyjunk el
k-t, majd alkalmazzuk a 2.2. és a 2.4. Lemmát:

{k(1− {x})} = {−k{x}} = 1− {k{x}} = 1− {kx}.

Tehát 1− {kx} ∈ J . Ez azt jeleni, hogy 1− b < 1− {kx} < 1− a. Vonjunk ki 1-et,
majd szorozzunk −1-gyel: b > {kx} > a. Ebből következik, hogy {kx} = {mθ} ∈ I,
ahol m = k(j − i).

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy az ({mθ})m sorozatnak van olyan eleme, ami
I-be esik. Ez azt jelenti, hogy az ({mθ})m sorozat sűrű a [0, 1) intervallumon.

�

3.5. Lemma. Tegyük fel, hogy a < {kθ} < a + ε, ahol a ∈ [0, 1), ε > 0, k pozit́ıv
egész, θ pedig irracionális szám. Ekkor {nθ} < {(n − k)θ + a} + ε minden n > k
egész szám esetén.

Bizonýıtás. Először tegyük fel, hogy {(n− k)θ} < {nθ}.

0 1Pn−k Pna

a+ ε

A 2.5. Lemma szerint a Pn−k és a Pn pontok távolsága {nθ} − {(n − k)θ} = {kθ}.
Mivel a < {kθ} < a + ε, ezért ha Pn−k-tól felmérünk jobbra a-t és a + ε-t, akkor
az ı́gy kapott két pont között helyezkedik el Pn. Ez képletekkel azt jelenti, hogy
{(n−k)θ}+a < {nθ} < {(n−k)θ}+a+ε. Mivel a ∈ [0, 1), ezért {(n−k)θ}+{a} =
{(n−k)θ}+a, amiről tudjuk, hogy kisebb, mint {nθ}, ami pedig kisebb 1-nél. Tehát
{(n−k)θ}+{a} < 1, és ı́gy a 2.1. Lemma szerint {(n−k)θ}+a = {(n−k)θ}+{a} =
{(n − k)θ + a}. Így az {nθ} < {(n − k)θ} + a + ε egyenlőtlenség helyett ı́rhatjuk,
hogy {nθ} < {(n− k)θ + a}+ ε.

Most tegyük fel, hogy {nθ} < {(n− k)θ}.

0 1Pn Pn−k1− a− ε
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A Pn és a Pn−k pontok távolsága a 2.5. Lemma alapján {(n−k)θ}−{nθ} = 1−{kθ}.
Mivel {kθ} < a + ε, ezért 1 − {kθ} > 1 − a − ε. Így ha a Pn−k ponttól balra
felmérünk 1 − a − ε-t, akkor az ı́gy kapott pont Pn-től jobbra lesz. Tehát {nθ} <
{(n − k)θ} − (1 − a − ε), és mivel a ∈ [0, 1), ezért a jobb oldal nem más, mint
{(n−k)θ}+{a}−1+ε. A 2.1. Lemma miatt {(n−k)θ}+{a}−1 ≤ {(n− k)θ + a}.
Így {nθ} < {(n− k)θ}+ {a} − 1 + ε ≤ {(n− k)θ + a}+ ε.

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy {nθ} < {(n− k)θ + a}+ ε.
�

3.6. Lemma. Tegyük fel, hogy a − ε < {kθ} < a, ahol a ∈ [0, 1), ε > 0, k pozit́ıv
egész, θ pedig irracionális szám. Ekkor {(n − k)θ + a} < {nθ} + ε minden n > k
egész szám esetén.

Bizonýıtás. Először tegyük fel, hogy {(n− k)θ} < {nθ}.

0 1Pn−k Pna− ε

A 2.5. Lemma szerint a Pn−k és a Pn pontok távolsága {nθ} − {(n − k)θ} = {kθ}.
Mivel a−ε < {kθ}, ezért ha Pn-től felmérünk balra a−ε-t, akkor az ı́gy kapott pont
Pn−k-tól jobbra lesz. Ez képletekkel azt jelenti, hogy {(n− k)θ} < {nθ}− a+ ε, ami
ekvivalens azzal, hogy {(n−k)θ}+a < {nθ}+ε. A 2.1. Lemma miatt {(n−k)θ+a} ≤
{(n− k)θ}+ {a}, és mivel a ∈ [0, 1), ezért a jobb oldal egyenlő {(n− k)θ}+ a-val.
Tehát {(n− k)θ + a} ≤ {(n− k)θ}+ a < {nθ}+ ε.

Most tegyük fel, hogy {nθ} < {(n− k)θ}.

0 1Pn Pn−k1− a

1− a+ ε

A Pn és Pn−k pontok távolsága a 2.5. Lemma alapján {(n−k)θ}−{nθ} = 1−{kθ}.
Mivel a − ε < {kθ} < a, ezért 1 − a + ε > 1 − {kθ} > 1 − a. Így, ha felmérünk a
Pn−k ponttól balra 1 − a + ε-t és 1 − a-t, akkor Pn az ı́gy kapott két pont között
helyezkedik el. Eszerint {(n − k)θ} − 1 + a − ε < {nθ} < {(n − k)θ} − 1 + a. Az
{nθ} < {(n − k)θ} − 1 + a egyenlőtlenségből következik, hogy {(n − k)θ} + a >
1 + {nθ} ≥ 1. Fölhasználva, hogy a = {a}, kapjuk, hogy {(n− k)θ}+ {a} > 1. Így
a 2.1. Lemma szerint {(n−k)θ+a} = {(n−k)θ}+{a}−1 = {(n−k)θ}+a−1. Így az
{(n−k)θ}−1+a−ε < {nθ} egyenlőtlenség helyett ı́rható, hogy {(n−k)θ+a}−ε <
{nθ}, ami átrendezve {(n− k)θ + a} < {nθ}+ ε. �

Most már van elég eszközünk, hogy bebizonýıtsuk az ekvidisztribúciós tételt.

3.7. Tétel. Bármely irracionális θ szám esetén az ({nθ})n sorozat egyenletes elosz-
lású a [0, 1) intervallumon.

Bizonýıtás. A 3.3. Tételt szeretnénk alkalmazni az xn = nθ sorozatra. Tehát azt
kell megmutatni, hogy minden valós a számra

lim
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a}

)
= 0.

Világos, hogy ezt elég megmutatni azokra az a számokra, amelyekre 0 < a < 1.
Rögźıtsük a-t, és legyen ε > 0 tetszőleges. A 3.4. Tétel szerint az ({nθ})n sorozat
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sűrű a [0, 1) intervallumon, ı́gy létezik k ∈ N, amelyre a < {kθ} < a + ε. Legyen
N > k. Ekkor

N∑
n=1

{nθ}−
N∑
n=1

{nθ+a} =
k∑

n=1

{nθ}+
N∑

n=k+1

({nθ}−{(n−k)θ+a})−
N∑

n=N−k+1

{nθ+a}.

Egy szám törtrésze 0 és 1 között van, ı́gy {nθ} < 1 és {nθ + a} ≥ 0. A 3.5. Lemma
szerint n > k esetén {nθ} − {(n − k)θ + a} < ε. Ezeket a becsléseket felhasználva
kapjuk, hogy

k∑
n=1

{nθ}+
N∑

n=k+1

({nθ}−{(n−k)θ+a})−
N∑

n=N−k+1

{nθ+a} < k+(N−k)ε < k+Nε.

Tehát
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a} < 1

N
(k +Nε) =

k

N
+ ε,

és ı́gy

lim sup
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a}

)
≤ lim

N→∞

(
k

N
+ ε

)
= ε.

Most legyen k olyan pozit́ıv egész, amelyre a− ε < {kθ} < a. A 3.4. Tétel miatt
van ilyen k. Legyen N > k. Csakúgy, mint az előbb, most is igaz, hogy

N∑
n=1

{nθ}−
N∑
n=1

{nθ+a} =
k∑

n=1

{nθ}+
N∑

n=k+1

({nθ}−{(n−k)θ+a})−
N∑

n=N−k+1

{nθ+a}.

Egy szám törtrésze 0 és 1 közé esik, ı́gy {nθ} ≥ 0 és {nθ + a} < 1. A 3.6. Lemma
szerint n > k esetén {nθ} − {(n− k)θ + a} > −ε. Ezen becslések alapján

k∑
n=1

{nθ}+
N∑

n=k+1

({nθ}−{(n−k)θ+a})−
N∑

n=N−k+1

{nθ+a} > −(N−k)ε−k > −Nε−k.

Tehát
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a} > 1

N
(−Nε− k) = −ε− k

N
,

amiből következik, hogy

lim inf
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a}

)
≥ lim

N→∞

(
−ε− k

N

)
= −ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért

lim
N→∞

(
1

N

N∑
n=1

{nθ} − 1

N

N∑
n=1

{nθ + a}

)
= 0.

A 3.3. Tétel szerint az ({nθ})n sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallumon. �
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4. Weyl-kritérium

Legyen c[a,b) az [a, b) ⊆ [0, 1) intervallum karakterisztikus függvénye, tehát

c[a,b)(x) =

{
1, ha a ≤ x < b;

0, egyébként.

4.1. Lemma. Az ({xn})n sorozat pontosan akkor egyenletes eloszlású a [0, 1) inter-
vallumon, ha bármely [a, b) ⊆ [0, 1) esetén

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[a,b)({xn}) =

∫ 1

0

c[a,b)(x)dx.

Bizonýıtás. Vegyük észre, hogy
∑N

n=1 c[a,b)({xn}) ugyanaz, mint SN([a, b)), vala-

mint
∫ 1

0
c[a,b)(x)dx = b− a. Így a 3.1. Defińıcióból következik az álĺıtás. �

4.2. Lemma. Az ({xn})n sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszlású a [0, 1)
intervallumon, ha minden, a [0, 1] intervallumon értelmezett valós értékű folytonos
f függvényre teljesül, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) =

∫ 1

0

f(x)dx. (4.1)

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) inter-
vallumon. Legyen f(x) =

∑k−1
i=0 dic[ai,ai+1)(x) egy [0, 1]-en értelmezett lépcsős függ-

vény, ahol 0 = a0 < a1 < · · · < ak = 1. Világos, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

k−1∑
i=0

dic[ai,ai+1)({xn})

=
k−1∑
i=0

di

(
lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[ai,ai+1)({xn})

)
.

Mivel ({xn})n egyenletes eloszású [0, 1)-en, ezért a 4.1. Lemma miatt

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[ai,ai+1)({xn}) =

∫ 1

0

c[ai,ai+1)(x)dx

minden i = 0, 1, . . . , k − 1 esetén. Így

k−1∑
i=0

di

(
lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[ai,ai+1)({xn})

)

=
k−1∑
i=0

di

∫ 1

0

c[ai,ai+1)(x)dx

=

∫ 1

0

(
k−1∑
i=0

dic[ai,ai+1)(x)dx

)

=

∫ 1

0

f(x)dx.
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Tehát az f lépcsős függvényre teljesül a (4.1) egyenlőség.
Most legyen f tetszőleges [0, 1]-en értelmezett valós értékű folytonos függvény.

Legyen ε > 0 tetszőleges. Az f függvény folytonos, ı́gy Riemann-integrálható. A
Riemann-integrál defińıciója alapján léteznek olyan f1 és f2 lépcsős függvények, ame-
lyekre f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) minden x ∈ [0, 1] esetén és

∫ 1

0
(f2(x) − f1(x))dx ≤ ε.

Teljesül a következő egyenlőtlenséglánc:∫ 1

0

f(x)dx− ε ≤
∫ 1

0

f1(x)dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f1({xn}) ≤ lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn})

≤ lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) ≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f2({xn}) =

∫ 1

0

f2(x)dx ≤
∫ 1

0

f(x)dx+ ε.

Mivel ε tetszőleges volt, ezért ebből már következik, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f({xn}) =

∫ 1

0

f(x)dx,

tehát minden [0, 1]-en értelmezett valós értékű folytonos f függvényre teljesül a (4.1)
egyenlőség.

A másik irány bizonýıtásához tegyük fel, hogy az ({xn})n sorozatra minden [0, 1]-
en értelmezett valós értékű folytonos függvényre teljesül (4.1). Legyen [a, b) tetsző-
leges részintervalluma [0, 1)-nek. Legyen ε > 0 tetszőleges. Ekkor léteznek olyan
[0, 1]-en értelmezett g1 és g2 folytonos függvények, hogy g1(x) ≤ c[a,b)(x) ≤ g2(x)

minden x ∈ [0, 1]-re, és
∫ 1

0
(g2(x)− g1(x))dx ≤ ε. Ezek alapján teljesül, hogy∫ 1

0

c[a,b)(x)− ε ≤
∫ 1

0

g2(x)dx− ε ≤
∫ 1

0

g1(x)dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

g1({xn})

≤ lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[a,b)({xn}) ≤ lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[a,b)({xn}) ≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

g2({xn})

=

∫ 1

0

g2(x)dx ≤
∫ 1

0

g1(x)dx+ ε ≤
∫ 1

0

c[a,b)(x) + ε.

Mivel ε tetszőlegesen kicsi lehet, ezért

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

c[a,b)({xn}) =

∫ 1

0

c[a,b)(x)dx.

Így a 4.1. Lemma szerint az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallu-
mon. �

4.3. Lemma. Az ({xn})n sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszlású a [0, 1)
intervallumon, ha minden, valós számokon értelmezett 1 periódusú komplex értékű
folytonos f függvényre teljesül, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫ 1

0

f(x)dx. (4.2)
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Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású [0, 1)-en. Le-
gyen f tetszőleges, valós számokon értelmezett 1 periódusú komplex értékű folytonos
függvény. Ekkor f feĺırható f(x) = u(x) + iv(x) alakban, ahol az u és v függvények
valós értékűek. Mivel f folytonos és 1 periódusú, ezért az u és v függvények is foly-
tonosak és 1 periódusúak. A 4.2. Lemma miatt az u és v folytonos függvényekre
teljesül, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

u({xn}) =

∫ 1

0

u(x)dx és lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

v({xn}) =

∫ 1

0

v(x)dx.

Az 1-periodicitás miatt a törtrész elhagyható:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

u(xn) =

∫ 1

0

u(x)dx és lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

v(xn) =

∫ 1

0

v(x)dx.

Ebből következik, hogy

lim
N→∞

1

N

(
N∑
n=1

u(xn) + i

N∑
n=1

v(xn)

)
=

∫ 1

0

u(x)dx+ i

∫ 1

0

v(x)dx,

és ı́gy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Most tegyük fel, hogy a (4.2) egyenlőség teljesül minden, valós számokon értel-
mezett 1 periódusú komplex értékű folytonos f függvényre. Azt kell meggondolni,
hogy a 4.2. Lemma bizonýıtásának második felében használt g1 és g2 függvények
úgy is megválaszthatóak, hogy g1(0) = g1(1) és g2(0) = g2(1). Az 1. ábra mutat
egy példát arra, hogy hogyan válasszuk a g1 és g2 függvényeket, ha a 6= 0 és b 6= 1.
A 2. ábrán az a = 0 eset látható. Ehhez hasonló a b = 1 eset.

A g1 és g2 függvényeket terjesszük ki R-re úgy, hogy 1-periodikus függvénye-
ket kapjunk. Ezekre a függvényekre teljesül (4.2). Innentől a befejezés lényegében
ugyanaz, mint a 4.2. Lemmánál. �

Az f(x) = e2πihx alakú függvények, ahol h nemnulla egész szám, folytonosak
és 1-periodikusak. Így a 4.3. Lemma értelmében, ha az ({xn})n sorozat egyenletes
eloszlású a [0, 1) intervallumon, akkor az ilyen f -ekre teljesül a (4.2) egyenlőség. A
ford́ıtott irány érdekes: az f(x) = e2πihx alakú függvények már meghatározzák, hogy
egy ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású-e [0, 1)-en. Erről szól a Weyl-kritérium.

4.4. Tétel (Weyl-kritérium). Az ({xn})n sorozat akkor és csak akkor egyenletes
eloszlású [0, 1)-en, ha minden h 6= 0 egész esetén

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn = 0. (4.3)

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású [0, 1)-en. A 4.3. Lem-
ma alapján minden h 6= 0 egész szám esetén

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn =

∫ 1

0

e2πihxdx.
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Megmutatjuk, hogy a jobb oldal 0. Az Euler-képlet szerint e2πihx = cos (2πhx) +
i sin(2πhx), és ı́gy∫ 1

0

e2πihx =

∫ 1

0

cos (2πhx)dx+ i

∫ 1

0

sin(2πhx)dx.

Legyen u = 2πhx. Ekkor du
dx

= 2πh. Használva ezt a helyetteśıtést, kapjuk, hogy∫ 1

0

cos (2πhx)dx+ i

∫ 1

0

sin(2πhx)dx

=

∫ 2πh

0

cos(u)
du

2πh
+ i

∫ 2πh

0

sin(u)
du

2πh

=
1

2πh
[sin(u)]2πh0 +

i

2πh
[− cos(u)]2πh0 = 0,

(4.4)

amiből következik az álĺıtás
”
csak akkor” része.

Most tegyük fel, hogy az (xn)n sorozat olyan, hogy (4.3) teljesül minden h 6= 0
egészre. Belátjuk, hogy ekkor (4.2) teljesül minden R-en értelmezett 1 periódusú
komplex értékű folytonos f függvényre. Legyen ε > 0 tetszőleges. Weierstrass app-
roximációs tétele szerint létezik egy Ψ(x) trigonometrikus polinom, vagyis az e2πihx

(h ∈ Z) függvényekeknek egy véges, komplex együtthatós lineáris kombinációja,
amelyre

sup
0≤x≤1

|f(x)−Ψ(x)| ≤ ε. (4.5)

A Ψ(x) függvény tehát ilyen alakba ı́rható:

Ψ(x) =
t∑

k=1

ake
2πihkx ak ∈ C, hk ∈ Z. (4.6)

A háromszög-egyenlőtlenségből következik, hogy∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x)dx− 1

N

N∑
n=1

f(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

(f(x)−Ψ(x))dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

Ψ(x)dx− 1

N

N∑
n=1

Ψ(xn)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

(f(xn)−Ψ(xn))

∣∣∣∣∣ .
(4.7)

Az első és a harmadik tag a jobb oldalon (4.5) miatt legfeljebb ε az N értékétől
függetlenül.

Tudjuk, hogy hk 6= 0 esetén (4.3) és (4.4) szerint

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihkxn = 0 =

∫ 1

0

e2πihkxdx, (4.8)

továbbá hk = 0 esetén

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihkxn = 1 =

∫ 1

0

e2πihkxdx. (4.9)
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Mivel (4.6) egy véges összeg, ezért (4.8) és (4.9) miatt 1
N

∑N
n=1 Ψ(xn)→

∫ 1

0
Ψ(x)dx,

ezért elég nagy N esetén (4.7) jobb oldalán a második tag legfeljebb ε. Ezekből
következik, hogy

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Így a 4.3. Lemma miatt az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlású [0, 1)-en. �

A Weyl-kritériumot alkalmazva az ({nθ})n sorozatra a 3.7. Tétel egy újabb bi-
zonýıtását nyerjük. Legyen h tetszőleges nemnulla egész szám. Mivel θ irracionális,
ezért hθ /∈ Z, és ı́gy e2πihθ 6= 1. A mértani sorozat összegképletét használva∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

e2πihnθ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

N
e2πihθ

e2πihNθ − 1

e2πihθ − 1

∣∣∣∣ =

∣∣e2πihNθ − 1
∣∣

N |e2πihθ − 1|
.

Mivel e2πihNθ egy 1 abszolútértékű komplex szám, ezért
∣∣e2πihNθ − 1

∣∣ ≤ 2. Így∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

e2πihnθ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

N

2

|e2πihθ − 1|
,

ahol 2

|e2πihθ−1| egy konstans. Így

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihnθ = 0.

A 4.4. Tétel szerint ebből következik, hogy az {nθ}n sorozat egyenletes eloszlású
[0, 1)-en.

A következő tételben az ekvidisztribúciós tétel egy alkalmazását mutatjuk be
[12].

4.5. Tétel. Annak a valósźınűsége, hogy egy 2-hatvány t́ızes számrendszerbeli első
számjegye k (k = 1, 2, . . . , 9), lg(k + 1)− lg k.

Bizonýıtás. A 2n hatvány első számjegye pontosan akkor k, ha valamilyen l nem-
negat́ıv egészre k ·10l ≤ 2n < (k+1) ·10l. Ez 10-es alapú logaritmust véve ekvivalens
azzal, hogy

lg k + l ≤ n · lg 2 < lg(k + 1) + l.

Ez pedig pontosan akkor teljesül, ha lg k ≤ {n · lg 2} < lg(k + 1), hiszen 0 ≤ lg k <
lg(k + 1) ≤ 1.

Így az a p(k) valósźınűség, hogy egy véletlenszerűen választott 2-hatvány k-val
kezdődik, a következőképpen ı́rható:

p(k) = lim
N→∞

|{n | 1 ≤ n ≤ N és 2n első számjegye k}|
N

= lim
N→∞

|{n | 1 ≤ n ≤ N és lg k ≤ {n · lg 2} < lg(k + 1)}|
N

.

Mivel lg 2 egy irracionális szám, ezért a 3.7. Tétel értelmében az an = {n · lg 2}
sorozat egyenletes eloszlású a [0, 1) intervallumon. Így a 3.1. Defińıció alapján
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p(k) = lim
N→∞

|{n | 1 ≤ n ≤ N és lg k ≤ {n · lg 2} < lg(k + 1)}|
N

= lg(k + 1)− lg k = lg(1 +
1

k
).

Így a p(k) valósźınűségek közeĺıtő értékei az egyes k értékekre a következők:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p(k) 0,301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046

A táblázatból például látható, hogy egy véletlenszerűen választott 2-hatvány
több, mint 1

2
valósźınűséggel 1-essel, 2-essel vagy 3-assal kezdődik.

�

5. A három hézag tétel

Legyen θ egy irracionális, N pedig egy pozit́ıv egész szám. Ekkor θ irracionalitása
miatt az {1θ}, {2θ}, . . . , {Nθ} számok különbözőek és nem nullák. Korábban belát-
tuk, hogy a P0, P1, . . . pontok sűrűn helyezkednek el a [0, 1) intervallumon (lásd a
3.4. Tételt). Ezzel szemben egy konkrét N -re a P0, P1, . . . , PN pontok meglehetősen
szabályosan helyezkednek el. A három hézag tétel azt álĺıtja, hogy a számegyenesen
két szomszédos Pi pont között legfeljebb 3-féle távolság lép fel. Ezt mutatja a 3. ábra
a θ =

√
3
3

és N = 14 esetre. A Pi pontokat az egységnyi kerületű körön is tekint-
hetjük. A P0 pontot helyezzük el egy tetszőleges helyre a körvonalon, a Pi pontot
i ≥ 1-re pedig úgy kapjuk, hogy a körvonalon P0-tól pozit́ıv irányban fölmérünk
i-szer θ-t. Itt a három hézag tétel azt jelenti, hogy két, a körvonalon szomszédos Pi
pont közötti ı́vnek a hossza legfeljebb 3-féle lehet. Ezzel ekvivalens, hogy ezekhez az
ı́vekhez tartozó körcikkek területe legfeljebb 3-féle lehet. Ezt láthatjuk a 4. ábrán
ismét a θ =

√
3
3

és N = 14 esetre.
Az {1θ}, . . . , {Nθ} számok közül a legkisebb legyen {aθ}, a legnagyobb pedig

{bθ}. Vezessük be az α = {aθ} és a β = 1− {bθ} jelöléseket. Vegyük észre, hogy α
nem lehet egyenlő β-val. Ha ugyanis egyenlőek lennének, akkor fennállna az {aθ}+
{bθ} = 1 egyenlőség, amiből következne, hogy (a + b)θ egy egész szám, de ez θ
irracionalitása miatt nem lehetséges.

5.1. Lemma. Az előbbi jelölésekkel N + 1 ≤ a+ b.

Bizonýıtás. A 2.1. Lemma szerint {(a+ b)θ} kétféle lehet:

{(a+ b)θ} = {aθ}+ {bθ} > {bθ}, vagy

{(a+ b)θ} = {aθ}+ {bθ} − 1 < {aθ}.
(5.1)

Az a és b számok defińıciója miatt ez csak úgy lehetséges, ha a+ b nincs az 1, . . . , N
számok között, vagyis N + 1 ≤ a+ b. �

5.2. Lemma. Ha r és s a 0, 1, . . . , N számok közül kerül ki, és Ps a számegyenesen
jobbra van Pr-től, akkor

PrPs =

{
{(s− r)θ}, ha s > r;

1− {(r − s)θ}, ha s < r,
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továbbá

PrPs ≥

{
α, ha s > r;

β, ha s < r,

és egyenlőség az első esetben pontosan akkor van, ha s − r = a, a második esetben
pedig akkor, ha r − s = b.

Bizonýıtás. Az álĺıtás első fele ugyanaz, mint a 2.5. Lemma, csak más megfogal-
mazásban. A PrPs távolság képletéből, valamint az α és β számok defińıciójából
következik az álĺıtás második fele. �

A Pr (r = 0, . . . , N) pontok N + 1 részre osztják a [0, 1] intervallumot, ezeket
nevezzük hézagoknak. Azt mondjuk, hogy a Pr pont közvetlenül megelőzi a Ps pon-
tot, ha Ps jobbra van Pr-től, és nincs köztük olyan Pv pont, ahol 1 ≤ v ≤ N . Ekkor
(Pr, Ps) egy hézag, melynek hosszát PrPs fogja jelölni.

5.3. Tétel. Ha 0 ≤ s ≤ N − a, akkor a Ps pont közvetlenül megelőzi a Ps+a pontot,
és PsPs+a = α.

Bizonýıtás. Először tegyük fel, hogy a Ps pont balra van a Ps+a ponttól. Indirekt
módon tegyük fel, hogy a Ps és Ps+a pontok között van egy Pr pont (1 ≤ r ≤ N).

0 1Ps+aPrPs

α

Az 5.2. Lemma alapján PsPs+a = α. Ismét az 5.2. Lemma szerint r > s esetén
PsPr ≥ α, r < s < s + a esetén pedig PrPs+a ≥ α. Ez viszont ellentmondás, mert
ı́gy a Pr pont nem lehet Ps és Ps+a között.

Most azt tegyük fel, hogy a Ps+a pont van balra Ps-től.

0 1Pa PsPs+a

1− αα

Az α szám defińıciója és az 5.2. Lemma miatt P0Pa = α és Ps+aPs = 1 − α. Így a
P0Pa és a Ps+aPs szakaszok együtt kiadják a teljes [0, 1] intervallumot. Ez azonban
csak úgy lehetséges, ha Ps = 1, ami ellentmondás.

�

5.4. Tétel. Ha b < u ≤ N , akkor Pu közvetlenül megelőzi a Pu−b pontot, és
PuPu−b = β.

Bizonýıtás. Először tegyük fel, hogy Pu−b jobbra van Pu-tól. Indirekt módon te-
gyük fel, hogy a Pu és Pu−b pontok között van egy Pr pont (1 ≤ r ≤ N).

0 1Pu−bPrPu

β

Az 5.2. Lemma szerint PuPu−b = β. Alkalmazzuk megint az 5.2. Lemmát: r < u
esetén PuPr ≥ β, az r > u > u − b esetben pedig PrPu−b ≥ β. Ez ellentmondás,
mert ı́gy Pr nem lehet Pu és Pu−b között.

Most tegyük fel, hogy Pu−b balra van Pu-tól.
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0 1PbPuPu−b

1− β β

A Pb pont távolsága 1-től β, a Pu−bPu távolság pedig az 5.2. Lemma szerint {bθ} =
1 − β. A (Pu−b, Pu) és (Pb, 1) intervallumok összhossza 1, tehát együtt kiadják a
teljes [0, 1] intervallumot. Ez csak úgy lehet, ha Pu egybeesik Pb-vel. Ez viszont nem
lehetséges, mert u > b. �

5.5. Megjegyzés. A b szám defińıciója miatt Pb-től jobbra nincsen Pi pont (i =
1, . . . , N), tehát (Pb, 1) hézag, és a hossza β. Így az 5.4. Tétel érvényes u = b-re is,
ha úgy tekintjük, hogy Pu−b = P0 = 1 (a P0 = 1 azonośıtás teljesen természetes,
amikor a pontokat a 4. ábrán látható módon körön ábrázoljuk).

5.6. Tétel. Ha N−a < t < b, akkor a Pt pont közvetlenül megelőzi a Pt+a−b pontot,
és PtPt+a−b = α + β.

Bizonýıtás. Először is vegyük észre, hogy az N − a < t < b feltételből következik,
hogy 0 ≤ N − b < t + a − b < a ≤ N , és ı́gy a Pt+a−b pont a P1, . . . , PN pontok
valamelyike.

Csak a > b-re bizonýıtjuk az álĺıtást, a b < a eset hasonlóan igazolható.

0 1PbPa

α β

Defińıció szerint a (0, Pa) és (Pb, 1) intervallumok hossza rendre α és β. Így PaPb =
1−(α+β). Másrészt a > b miatt az 5.2. Lemma szerint PaPb = 1−{(a−b)θ}. Össze-
vetve a két eredményt kapjuk, hogy {(a− b)θ} = α+ β. Két esetet különböztetünk
meg aszerint, hogy Pt+a−b a Pt pont melyik oldalán van.

• Pt+a−b balra van Pt-től.

0 1PbPa Pt+a−b Pt

α β1− (α + β)

Mivel t + a − b > t, ezért az 5.2. Lemma szerint a Pt+a−bPt távolság 1 −
{(a − b)θ} = 1 − (α + β). Így a (0, Pa), (Pt+a−b, Pt) és (Pb, 1) intervallumok
összhossza 1. Ez csak úgy lehetne, ha Pt egybeesik Pb-vel, ez azonban t < b
miatt nem lehetséges.

• Pt+a−b jobbra van Pt-től.

0 1PbPa Pt Pt+a−bPv

α βα + β

Az 5.2. Lemma szerint PtPt+a−b = {(a− b)θ} = α+ β. Indirekt módon tegyük
fel, hogy Pt és Pt+a−b között van egy Pv pont valamilyen v ∈ {0, 1, . . . , N}-re.
Külön vizsgáljuk a v < t és v > t eseteket.
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� v < t

0 1PbPa Pt Pt+a−bPv

α βα + β

≥ β ≥ α

Használva, hogy v < t < t + a − b, az 5.2. Lemma alapján PtPv ≥ β
és PvPt+a−b ≥ α. Mivel PtPv + PvPt+a−b = PtPt+a−b = α + β, ezért
mindkét esetben egyenlőség van. Az 5.2. Lemma szerint ı́gy v = t − b.
Ez ellentmondás, mert t − b < 0, és ı́gy v nem eleme a {0, 1, . . . , N}
halmaznak.

� v > t

0 1PbPa Pt Pt+a−bPvPa−d

α βα + β1− {dθ}

{dθ}

Legyen d = v − t. Ekkor d > 0, hiszen v > t. Mivel a > a − d =
a− v + t ≥ a−N + t > 0, ezért Pa−d a P1, . . . , Pa−1 pontok valamelyike.
A Pa−d pont a (Pa, Pb] intervallumba esik, ı́gy a PaPa−d távolság legfeljebb
1 − (α + β). Másrészt az 5.2. Lemma szerint PaPa−d = 1 − {dθ}. Tehát
1 − {dθ} ≤ 1 − (α + β), és ı́gy {dθ} ≥ α + β. Az 5.2. Lemma szerint
PtPv = {(v− t)θ} = {dθ}, ami legalább α+β. Ez ellentmondás, mert ı́gy
Pv nem lehet a Pt és Pt+a−b pontok között.

�

Az eddigieket foglalja össze a következő tétel:

5.7. Tétel. Legyen θ irracionális szám, és tekintsük a [0, 1] intervallumon a Pn =
{nθ} pontokat (n = 0, 1, . . . , N). Jelölje α = {aθ} és 1 − β = {bθ} az {nθ}
(n = 1, . . . , N) számok közül a legkisebbet és a legnagyobbat. Ekkor a P0, P1, . . . , PN
pontok között bármely hézag hossza α, β vagy α+ β. Pontosabban ezek a hézagok a
következők.

• Ha 0 ≤ s ≤ N − a, akkor a Ps pont közvetlenül megelőzi a Ps+a pontot, és
PsPs+a = α.

• Ha N − a < t < b, akkor a Pt pont közvetlenül megelőzi a Pt+a−b pontot, és
PtPt+a−b = α + β.

• Ha b ≤ u ≤ N , akkor Pu közvetlenül megelőzi a Pu−b pontot, és PuPu−b = β.
(Az u = b esetben az 5.5. Megjegyzésnek megfelelően Pu−b = P0 = 1.)

Látjuk, hogy az α hosszúságú hézagok száma N−a+1, a β hosszúaké N− b+1,
az α+β hosszúaké pedig a+b−N−1 (ez a szám az 5.1. Lemma szerint nemnegat́ıv).
Ebből látható, hogy ha a+ b = N + 1, akkor nem lép fel α+ β hosszúságú hézag. A
hézagok összhossza

(N − a+ 1)α + (N − b+ 1)β + (a+ b−N − 1)(α + β) = bα + aβ.
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A hézagok kitöltik a [0, 1] intervallumot, ı́gy bα + aβ = 1. Legyen A = baθc és
B = bbθc+ 1. Ekkor bα + aβ a következőképpen ı́rható:

bα + aβ = b({aθ}) + a(1− {bθ}) = b(aθ − baθc) + a(1− (bθ − bbθc))
= b(aθ − A) + a(B − bθ) = aB − bA.

Így aB − bA = 1. Ebből következik, hogy a és A, illetve b és B relat́ıv pŕımek. Az
A és B számok defińıciójából következik, hogy A

a
< θ < B

b
. Mivel 1 ≤ a, b ≤ N ,

ezért az A
a

és B
b

törtek az N -edik Farey-sorozatból valók. A legkisebb nevezőjű tört
A
a

és B
b

között A+B
a+b

. Mivel az 5.1. Lemma szerint a + b > N , ezért A+B
a+b

már nincs

benne az N -edik Farey-sorozatban. Tehát A
a

és B
b

két szomszédos tört az N -edik

Farey-sorozatban. Így az a és b számok úgy is megkaphatók, hogy vesszük a θ-t
közrefogó két törtet az N -edik Farey-sorozatban, és tekintjük azok nevezőit. Van
olyan bizonýıtása a három hézag tételnek, amely ı́gy definiálja az a és b számokat,
és ebből vezeti le az álĺıtást [10].

5.8. Példa. Térjünk vissza a θ =
√
3
3

, N = 14 példára. A {
√
3
3
}, {2·

√
3
3
}, . . . , {14·

√
3
3
}

számok közül a {7·
√
3
3
} a legkisebb és a {12·

√
3
3
} a legnagyobb. Így ebben a példában

a = 7 és b = 12. Ekkor α = {7 ·
√
3
3
} ≈ 0, 04145, β = 1 − {12 ·

√
3
3
} ≈ 0, 0718,

A = b7 ·
√
3
3
c = 4 és B = b12 ·

√
3
3
c+1 = 7. Alkalmazzuk az 5.7. Tételt erre a példára.

Ha 0 ≤ k ≤ 7, akkor a PkPk+7 hézag, és a hossza α ≈ 0, 04145. Ha 8 ≤ k ≤ 11,
akkor PkPk−5 hézag, és a hossza α + β ≈ 0, 11325. A P13P1, a P14P2 és a (P12, 1)
hézagok hossza pedig β ≈ 0, 0718. A 3. ábrán az α hosszúságú hézagok pirossal, a
β hosszúak zölddel, az α + β hosszúságúak pedig kékkel vannak jelölve. A θ =

√
3
3

számot közrefogó két tört a 14-edik Farey-sorozatban a 4
7

és a 7
12

.

6. A három hézag tétel rácsokkal

Tekintsük ismét a Pn = {nθ} pontokat (n = 0, 1, . . . , N). Ezek N + 1 részre osztják
a [0, 1] intervallumot. Legyen sk,N = min{{(l − k)θ} | 0 ≤ l ≤ N, l 6= k, l ∈ Z}.

6.1. Tétel. A Pk pont utáni hézag hossza sk,N (k = 0, 1, . . . , N).

Bizonýıtás. Vizsgáljuk meg, hogy {(l − k)θ} hogyan függ össze a Pk és Pl pontok
távolságával. Két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy a Pl pont Pk melyik
oldalán van.

• A Pl pont jobbra van Pk-tól.

Ha l > k, akkor az 5.2. Lemma szerint {(l − k)θ} = PkPl. Ha l < k, akkor
a 2.2. és az 5.2. Lemma alapján {(l − k)θ} = 1− {(k − l)θ} = PkPl.

• A Pl pont balra van Pk-tól.

Az 5.2. Lemmából következik, hogy ha l > k, akkor {(l− k)θ} = 1−PlPk. Ha
l < k, akkor a 2.2. és 5.2. Lemmákat alkalmazva kapjuk, hogy {(l − k)θ} =
1− {(k − l)θ} = 1− PlPk.

Először tegyük fel, hogy k = b. Ekkor a Pl (l = 0, 1, . . . , N , l 6= k) pontok
mindegyike Pk-tól balra helyezkedik el. Így

sk,N = min{1− PlPk | 0 ≤ l ≤ N, l 6= k, l ∈ Z}.
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Mivel 1−PlPk akkor minimális, ha l = 0, ezért sk,N = 1−P0Pk, ami éppen a (Pk, 1)
hézag hossza.

Most tegyük fel, hogy k 6= b. Tegyük fel, hogy a Pu pont balra helyezkedik el
Pk-tól.

0 1PkPu Pb

1− P0Pk

Ekkor
{(u− k)θ} = 1− PuPk ≥ 1− P0Pk > PkPb = {(b− k)θ}.

Így ha valamilyen u-ra Pu balra van Pk-tól, akkor {(u − k)θ}-t kivehetjük az sk,N
defińıciójában szereplő halmazból, mert ezzel a halmaz minimumát nem változtatjuk.
Tehát

sk,N = min{{(l − k)θ} | 0 ≤ l ≤ N, l 6= k, l ∈ Z és a Pl pont jobbra van Pk-tól}
= min{PkPl | 0 ≤ l ≤ N, l 6= k, l ∈ Z és a Pl pont jobbra van Pk-tól},

és ez éppen a Pk pont utáni hézag hossza. �

Vegyük észre, hogy sk,N máshogy is ı́rható:

sk,N = min{{(l − k)θ} | 0 ≤ l ≤ N, l 6= k, l ∈ Z}
= min{{(l − k)θ} > 0 | 0 ≤ l ≤ N, l ∈ Z}
= min{(l − k)θ + n > 0 | 0 ≤ l ≤ N, (l, n) ∈ Z2}
= min{mθ + n > 0 | − k ≤ m ≤ N − k, (m,n) ∈ Z2}.

Legyen G a következő rács:

G = Z · (0, 1) + Z · (1, θ) = {(m,mθ + n) |n,m ∈ Z}.

Megmutatjuk, hogy két különböző G-beli rácspontnak nem lehet ugyanaz a második
koordinátája. Legyen Q1 = (m1,m1θ + n1) és Q2 = (m2,m2θ + n2) tetszőleges két
G-beli pont, és tegyük fel, hogy m1θ+n1 = m2θ+n2. Ekkor (m1−m2)θ = n2−n1.
Mivel θ irracionális, ezért ez csak úgy lehet, ha m1 = m2 és n1 = n2. Ez viszont azt
jelenti, hogy Q1 egybeesik Q2-vel.

Legyen D = G ∩ ([−N,N ] × R+) és E = G ∩ ([−k,N − k] × R+). Vegyük
észre, hogy sk,N a legkisebb második koordinátájú E-beli pont második koordinátája.
Legyen R = (r1, r2) a legkisebb második koordinátával rendelkező rácspont D-ben.
Ha R ∈ E, akkor sk,N = r2. Tegyük fel, hogy lR benne van E-ben valamilyen l
pozit́ıv egész számra. Megmutatjuk, hogy ekkor R is benne van E-ben. Legyen F =
[−k,N−k]×R+

0 . Mivel lR ∈ E, ezért lR ∈ F is teljesül. Az O = (0, 0) pont is benne
van F -ben. Mivel F konvex, ezért az O és lR pontok által meghatározott szakasz
minden pontja benne van F -ben. Így R ∈ F . Az R pont második koordinátája
pozit́ıv, ı́gy R benne van a [−k,N − k] × R+ halmazban. Ebből következik, hogy
R ∈ E, hiszen R rácspont. Így ha R nincs benne E-ben, akkor lR sincs benne. Legyen
S = (s1, s2) a legkisebb második koordinátával rendelkező pont D-ben, amely nem
áll elő lR alakban semmilyen l pozit́ıv egész számra. Az eddigiek alapján ha R /∈ E
és S ∈ E, akkor sk,N = s2.

Tekintsük az S−R = (s1− r1, s2− r2) pontot. Ez a pont nem áll elő lR alakban,
továbbá teljesül, hogy 0 < s2 − r2 < s2. Az S pont defińıciója miatt ez csak úgy
lehet, ha S −R /∈ D. Így |s1 − r1| > N .
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Tegyük fel, hogy az R és S pontok egyike sincs E-ben. Feltehető, hogy s1 < r1
(az s1 > r1 eset hasonló). Mivel R, S ∈ D \ E és s1 +N < r1, ezért az S pont E-től
balra, R pedig E-től jobbra van. Így

−N ≤ s1 < −k < N − k < r1 ≤ N.

Ez alapján teljesül, hogy

−k = (N − k) + (−N) < r1 + s1 < N + (−k) = N − k.

Így az R + S = (r1 + s1, r2 + s2) pont benne van E-ben. Az 5. ábrán szemléltetjük

a rácsot a θ =
√
2
4

, N = 6 és k = 4 értékekre.
Tegyük fel, hogy létezik egy U = (u1, u2) pont E-ben, amelyre u2 < r2 + s2.

Mivel R és S nincs benne E-ben, ezért u2 > s2. Az U pont és az R+ S pont benne
van E-ben, ı́gy −k ≤ u1, r1 + s1 ≤ N − k. Így −N ≤ r1 + s1 − u1 ≤ N . Tehát az
R+S−U = (r1 + s1− u1, r2 + s2− u2) pont benne van D-ben. Mivel u2 > s2, ezért
r2+s2−u2 < r2, tehát R+S−U olyan D-beli pont, amelynek második koordinátája
kisebb, mint R második koordinátája. Ez viszont ellentmond R defińıciójának. Így
R + S a legkisebb második koordinátájú pont E-ben. Tehát ha R és S sincs benne
E-ben, akkor sk,N = r2 + s2.

Azt kaptuk, hogy sk,N értéke legfeljebb háromféle lehet: r2, s2, vagy r2 + s2.

A 6.1. Tétel szerint sk,N a Pk pont utáni hézag hossza. Így a Pk pontok közötti
hézagok hossza legfeljebb háromféle lehet.

7. Három hézag három mondatban

F. Liang [4] egy rendḱıvül rövid és elegáns bizonýıtást adott a három hézag tételre,
ennek P. Shiu [7] által tovább egyszerűśıtett gondolatmenetét ismertetjük. A ko-
rábbi fejezetekben bevezetett jelöléseket használjuk, de ezúttal a [0, 1] intervallum
két végpontját azonośıtva, egységnyi kerületű körön ábrázoljuk a Pn = {nθ} (n =
0, 1, . . . , N) pontokat (lásd a 4. ábrát). Ha Pr közvetlenül megelőzi a Ps pontot, akkor

a
_
PrPs ı́vet itt is hézagnak nevezzük. Jelölje

_
PrPs +kθ azt az ı́vet, amit a

_
PrPs ı́vből

kapunk, ha k-szor elforgatjuk θ-val (pontosabban a θ hosszúságú ı́vhez tartozó θ ·2π

középponti szöggel). Például a 3. és 4. ábrákon látható esetben
_
P2P9 +2θ =

_
P4P11

egy hézag, ugyanakkor a
_
P11P6 +2θ =

_
P13P8 ı́v már nem hézag (mert rajta van a P1

pont), és a
_
P13P1 +2θ ı́v sem hézag, mert a {15θ} számot már nem ábrázoltuk.

A három hézag tétel alábbi bizonýıtása mindössze három mondat, ı́gy nem meg-
lepő, hogy kissé hézagos, de valójában P. Shiu [7] bizonýıtásának teljes gondolatme-
netét tartalmazza, és az olvasó könnyen kitöltheti a hézagokat.

7.1. Tétel. Tetszőleges θ irracionális szám és N pozit́ıv egész szám esetén a Pn =
{nθ} (n = 0, 1, . . . , N) pontok által meghatározott köŕıvek legfeljebb háromféle hosszú-
ságúak lehetnek.

Bizonýıtás. Mivel θ irracionális, ha egy tetszőleges
_
PrPs hézagot elég sokszor el-

forgtunk θ-val, akkor előbb-utóbb olyan
_
PrPs +kθ ı́vet kapunk, ami már nem hézag.

Ha a legkisebb ilyen k-t tekintjük, akkor
_
PuPv :=

_
PrPs +(k − 1)θ még hézag, de
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_
PrPs +kθ =

_
PuPv +θ már nem az. Háromféle oka lehet annak, hogy

_
PuPv +θ már

nem hézag:

1. u = N , és ı́gy a Pu pont elforgatottja már nincs ábrázolva (ekkor tehát
_
PrPs

ugyanolyan hosszú, mint a PN melletti egyik hézag);

2. v = N , és ı́gy a Pv pont elforgatottja már nincs ábrázolva (ekkor tehát
_
PrPs

ugyanolyan hosszú, mint a PN melletti másik hézag); vagy pedig

3. a
_
PuPv +θ ı́v mindkét végpontja ábrázolva van, de belsejébe esik egy harmadik

Pw ábrázolt pont, ami csak P0 lehet, ellenkező esetben ugyanis
_
PuPv tartal-

mazná a Pw−1 pontot (ekkor tehát
_
PrPs ugyanolyan hosszú, mint a P0 melletti

két hézag együtt, azaz α + β).

�
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5. ábra.

23



Hivatkozások

[1] H. Don: On the distribution of the distances of multiples of an irrational number
to the nearest integer, Acta Arith. 139 (2009), 253–264.

[2] J. H. Halton: The distribution of the sequence {nξ} (n = 0, 1, 2, . . .), Proc.
Cambridge Philos. Soc. 61 (1965), 665–670.

[3] L. Kuipers, H. Niederreiter: Uniform distribution of sequences, Wiley-
Interscience (John Wiley & Sons), New York-London-Sydney, 1974.

[4] F. M. Liang: A short proof of the 3d distance theorem, Discrete Math. 28 (1979),
325–326.
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